p—

EN P ———

BAB V. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Diskretisasi Persamaan Navier-Stokes

Diskretisasi numeris clemen hingga persamaan Navier-Stokes disusun berdasackun
metode sisa berbobot (weighted residual method). Metode ini mengintegralkan perkalian
antara selisih R (sisa, residual) antara solusi persamaan menerus (continuous) yang didekati
dan solusi persamaan pendekat diskret dengan suatu fungsi pembobot W pada seluruh

hitungan (domain). Hasil dari integrasi tersebut harus seminimal mungkin, yaitu sama dengan

nol.

-!2 I'V(ar.y.z) R(x.y.:)- dy dyd,=0 ] (5.1)

(2]

Pada metode Taylor-Galerkin, seperti juga metode Galerkin standar (Bubnov-
Galerkin), fungsi pémbobot (weight function) yang digunakan dalam diskretisasi tersebut
adalah sama dengan fungsi bentuknya (shape JSunction). Diskretisasi nmmer-is"elcmen hingga
untuk persamaan Navier-Stokes menggunakan 4 langkah. Langkah pertama adalah perkiraan
penyelesaian suku konvektif dengan skema Taylor-Galerkin. Langkah kedua adalah perkiraan
pengaruh kekentalan dengan skema eksplisit. Langkah ketiga yaitu mencari tekanan dengan
memasukkan persamaan kontinuitas. Langkah terakhir adalah koreksi terhadap kecepatan
akibat pengaruh tekanan yang diperolch dari langkah ketiga. Bentuk diskretisasi untuk scliap

langkah adalah sebagai berikut :

1. Langkah ké-l: Perkiraan penyelesaian sukn konvektif dengan skema Taylov-

Galerkin,

Persamaan untuk suku konvekti! adalah:

Gy, (5.2)



e

_ du, gy On,
ar (‘l\‘j Oy
)
“, Ou ety
=~(-u, Ly | 9 -, —L
ox, & ‘'8 *a
+ | Ox; f
r—, ] -~
ou du, Ou, Ou, 6%y
=u —-————+u o A tuu :
& H;
dx, ox, dx, Ox, &x Bx,
o, du, au, 3u
=u, e ot Ly e !
ax, Ox ; ax, X, x ,Ox,
%u, Ou, du 8%u,
=2y, L0,
N N
or Oxg Ox, x ,x,
&, ou; #u,
—5 =2 ———J-—-H: w ——1_ 53
I3 [3 ~ .
3! k 5 axj-oxk

dengan indeks L k=123, Yyaitu untuk argh X, ¥, dan z. Dua indeks Pada satu suku berar
penjumlahan untuk ; =] s.d. 3,

Deret Taylor orde-2 untuk 1" adalah sebagai berikyt -

o

» 27 2] u
' =ul 4 4 + 44 At 54
( J / [6{] (54)

atan

he,? ) fh: 'JJ U
w' =u gy 0t ’ ar? 200 4 —-—+u ul 5
e “i + & 8x; T * B aa (’)x (5:5)

dengan superscript o mcnuﬁjukkan hasil dari waktu sebelumnya.
Selanjutnya diterapkan skema Galerkin sehingga memberikan bentuk persamaan
sebagai berikut :
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Dengan aplikasi teorema Green diperoleh persamaan diskret sebégai berikut :
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Pada Persamaan (5.7) di atas nilai fungsi pembobot (W) sama dengan fungsi dasar

(N). Persamaan tersebut kemudian dibawa ke bentuk diskret dengan menerapkan interpolasi

Arner mm oo 4l T T e . -
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Nilai JN,N ,dQ) disajikan dalam bentuk matriks (20x20) yang disebut matriks massa (M.

Setelah dilakukan proses integrasi pada tiap elemen dard domain hitungan, kemudian dirakit

dalam matriks global. Persamaan (5.7) dalam bentuk matriks disajikan sebagai berikut :

(M 1{14} =[m ]{u:" } +[x] (5.9)

2. Langkah Kke-2 : Prediksi pengaruh kekentalan (viskositas)

Dengan pengaruh gaya medan (body force) JSimaka persamaan suku difusi adalah

sebagai berikut ini :
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Diskretisasi ke arah waktu memberikan persamaan sebagai berikut ;

[ 0
LI o +gi+a [Hl—a) & S +g"+a’ | (5.12)
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dengan, o parameter implisit. Untuk @ = 1/2 maka persamaan di atas menggunakan skema
Crank-Nicholson, untuk ¢=0 maka persamaan di atas menggunakan skema Euler.

Setelah persamaan tersebut diberi fungsi pembobot, W, - N, dan diintegralkan

Aalam Aamain hitiimane dinacalals maeeneanne aaboaca? Loodloe
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dengan :
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atau dapat ditulis seperti Persamaan (5.15) :

LB [au,J= 2 [w [au,J o, {au,
ax; &, ax; ! &, ax, ox, (5.15)
Persamaan (5.15) dengan penerapan teori Green diperoleh persamaan sebagai berikut :
0 | du, ou,
—_ dQ) =
.[nw' ox, l:a},u] [&J] o - .L:ax ox . :ldQ (5.16)

Selanjutnya dengan penerapan teorema Green tersebut, dari Persamaan (5.16) dapat diperoleh
persamaan sebagai berikut :
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Pada penelitian ini digunakan skema Euler dengan nilai a= 0. Setelah dilakukan

proses integrasi pada tiap elemen dari domain hitungan dan kemudian dirakit dalam matriks

global, maka Persamaan (5.17) dapat disajikan dalam bentuk matriks :

([MD{J.} =(M]- m[s]){,@,-} + aifFYg? + af |

3. Langkah ke-3 : Koreksi tekanan

(5.18)
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Dua sisi persamaan diturunkan lagi, sehingga Persamaan (5.19) menjad;
L [ =u" I o,
V-( » ]——;V P (5.20)

Sesuai syarat fluida incompressible | Veu" =0, maka Persamaan (5.20) menjadi persamaan

sebagai berikut ;

A

R vz n_____l’_u b
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Setelah persamaan tersebut diberi fungsi pembobot, W; = Nj, dan diintegraikan dalam domain

hitungan diperoleh persamaan sebagai berikut :

o O ou,”
Im%aﬂ:ﬁjm @ (5.22)
Q axj NQ &f
dengan :
Sl i_of )| owop
Wiaxl[axiJ ax;[w"?x,J ox, ox, (5.23)

Dengan penerapan teorema Green, Persamaan (5.23) menjadi :

| 4
auj

cix

) (4.24)

oW,
-f ’a—pm+1mn,%dr:%£uf,

ox ax, ;

3] i

Setelah dilakukan proses integrasi pada tiap elemen dari domain hitungan dan kemudian

dirakit dalam matriks global, maka Persamaan (5.24) dapat disajikan dalam beatuk matriks :

[A}{ p} = [H]{uq"} (5.25)

4. Langkah ke4 : Koreksi vektor kecepatan

Tekanan p" diketahui dari langkah ke-3. Akibat pengaruh tekanan, vektor

LFoareanatan dirar la Darcamaan srann dicnnalran adalah cneen dao oo Macamcanna 74 10V o d
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namun demikian, persamaan ini langsung didiskretkan menjadi persamaan sebagai berikut

(5.26)

oA
W=u" - —vpt

P (5.27)
Setelah persamaan tersebut diberi fungsi pembobot, I; = N, dan diintegralkan dalam domain

hitungan diperoleh persamaan sebagai berikut ;

H
w2 = Wptde2- [2m L gy (5.28)
n 0 020 X

Dalam bentuk matriks Persamaan (4.28) dapat dituliskan -

[M]{u,_-”} - [Mj{u:"J» . %[1,]{ p} (5.29)

B. Penyusunan Program Komputer
Hasil diskretisasi persamaan Navier-Stokes disusun dalam bahasa pemrograman.
Bahasa pemrograman yang digunakan adalah bahasa FORTRAN, dengan kompiler Visual
FORTRAN. Algoritma program komputer penyelesaian persamaan Navier-Stokes dan source
code secara lengkap dapat dilihat di Lampiran.
C. Uji Kestabilan Model

Analisis stabilitas numerik dilakukan untuk mencari batasan-batasan agar model
numerik memberikan hasil yang mengarah kepada penyelesaian benar. Batasan-batasan yang
akan diambil sebagai analisis adalah angka Courant dan angka Peclet. Anpka Courant
merupakan gambaran fenomena fisik yang menunjukkan perbandingan jarak yang ditempuh

selama waktu tertentu dengan jarak grid yang digunakan dalam diskretisasi (Cr = % ).

Angka Peclet menunjukkan perbandingan pengaruh antara konveksi dan diffusi { Pe = ubx ).

2k
1. Kasus Konveksi Mﬁmi
Analisa stabilitas dilakukan pada problem [ dimensi pada persamaan transport.
Pada problem 1 dimensi daerah hitungan mulai dari x = 0 sampai dengan x = 500, dengan

panjang elemen, Ax, adalah 0,5 m. Kecepatan transport, », adalah 0,5 m/det. Kondisi awal

vana Aiamhil hariima Aietribiield Rance DPada Lacne int haeil hiriinmnen Fancantraci calaln tarads
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osilasi pada angka Courant’ yang sangat kecil sekalipun pun, seperti yang disajikan pada
Gambar 5.1., Gambar 5.2., dan Gambar 5.3.
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Gambar 5.1. Hasil hitungan konsentrasi program 1D kasus konveksi mumni pada Cr=10.03
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Gambar 5.2. Hasil hitungan konsentrasi program 1D kasus konveksi murni pada Cr = 0.02
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Dari Gambar 5.1. sampai dengan Gambar 5.3. dapat ditunjukkan bahwa
penggunaan metode Galerkin Standar tidak akan memberikan batas kestabilan meskipun
dengan angka Courant yang ;cccil sekalipun. Walaupun demikian, pada penclitian ini tetap
digunakan metode Galerkin Standar, karena persamaan yang diselesaikan tidak hanya kasus

konveksi saja.

2. Kasus Konveksi dan Difusi

Analisis kestabilan untuk menentukan batasan kestabilan numerik dilakukan
pemodelan pada beberapa pasangan nilai angka ('r dan angka Pe. Hasil keluaran hitungan

dari beberapa pasangan dari angka Cr dan angka Pe disajikan pada gambar-gambar berikut,

045 ——
04 (Pe=125 | |—::2000
0,35 e XN L 12400
= 03 Jom A | —e— =600
a_ | ~—w— =800
£025 - fed | ——t=1000 |
[= —
2 o1z | "
0,15 - i ;
N 0,1 - h__ \ A% \ :
005 - ;
0 —
-0,05 : R .
0,45 p——
04 [Pe=125 —t
& oo —— =
— 03 —a— =600
8 025 [ A LA L g, — |18
= s ——t=1000
§ 02| ——fdd FR-¥- AR e T
E 0,15
0.1 - -
0,05 |- J- g A X N
0 e’ -
-0,05
0 20 40 Jargk 60 80

Gambar 5.4. Hasil hitungan konsentrasi kasus konveksi-difusi 1 dimensi pada
Cr=0,01

Sesuai dengan yang ditunjukkan pada Gambar 5.4., kestabilan model numerik

yang tclah dibuat pada angka ('r = 0,01 sangat dipengaruhi olch angka ’e. Jika angka e yang

Avarmmhil rnivnne Aavri hatac hawunh malra madal nomarils tidals ctahil Thamsilbsan e 1ilra anal-a
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Pe diambil lebih besar dari batas atas, maka model numerik Juga tidak sfabil. Supaya model

numerik mendapatkan kondisi yang stabil, maka perlu diperhatikan besarmya angka e,
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Dari Gambar 5.5 dapat diperoleh suatu kesimpulan bahwa semakin besar angka Cr
yang diambil, maka kisaran batas stabilitas modecl numerik untuk angka /¢ akan semakin

kecil. Batas bawah angka ¢ untuk ('r'= 0,01 lebih kecil dibandingkan untuk ¢'r = 0,02, Batas

- atas angka /’e untuk C'r = 0,01 lebih besar dibandingkan untuk ¢'r = 0,02. Hasil analisis

stabilitas untuk beberapa nilai Cr yang lain ditunjukkan pada gambar-gambar berikut.
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Gambar 5.7. Hasil hitungan konsentrasi kasus konveksi-difus; 1 dimensi pada
Cr=004dan /e= 125

Konsentrasi

Gambar 5.8. Hasil hitungan konsentrasi kasus konveksi-difusi 1 dimensi pada
Cr=0,04 dan Pe=125

Dari Gambar 5.6. sampai dengan Gambar 5.8. dapat ditunjukkan bahwa metode
Galerkin Standar mengalami kondisi yang tidak stabil untuk angka P¢ yang tinggi (>125).
Schingga untuk kasus dengan angka Pe yang tinggi disarankan untuk memakai metode
Petrov-Galerkin. Kesimpulan lain yang dapat ditunjukkan adalah untuk nilai Cr yang berbeda
temyata mempunyai batasan angka Pe bawah dan batasan angka Pe atas yang berbeda.
Semakin kecil nilai Cr, kisaran angka Pe antara batas bawah dan atas semakin bcsar.
Stabilitas numerik dari perhitungan dengan melibatkan suku difusi .menghasilkan nilai Cr

yang semakin besar jika dibandingkan dengan tanpa suku difusi. Pasangan nilai Cr dan Pe

lramaundine Alnlaslenm et e £2% me_ad oo A ot 11 o~ D -~
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Gambar 5.9. Batas kestabilan nilai ('r dan Pe

D. Verifikasi Model

Tahapan verifikasi model dalam penelitian ini membutuhkan data-data
laboratorium, terutama hasil pengukuran dinamika aliran di flume. Pengambilan data
mengalami perubahan jadwal dikarenakan ada kegiatan pemindahan laboratorium Mekanika
Fluida dari Kampus Wirobrajan ke Kampus Terpadu. Schingga untuk kegiatan pengambilan
data laboratorium akan diganti dengan data lapangan/data saluran di sckitar Kampus Terpadu.

Peta lokasi untuk pengambilan data verifikasi model ditunjukkan pada gambar berikut.

Muwster Plun UMY
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Tabel kemiringan dasar saluran yang digunakan adalah sebagai berikut :

Tabel 5.1 Kemiringan Dasar Saluran

Titik Slope
Maksimum Pada P9-i11(Pot A-B) 5.18x107%
P0-P23
Min Pada P14-P14(Pot C-D) ‘ 1,84x10™
P23-P24 (Penyempitan Pot E-F) ' 4,06x10”
P24-P25 mempunyai slope paling minimum dari semua titik(Pot F-G) | 1,32x10” .

Tampang lintang dari data gambar adalah tampang trapezium sebagai berikut.

Luas Trapesium = B.H+mH?

g - - Tinggi jagann
. \—/ '
m - --
“+—>

B
Gambar 5.11 Tampang lintang saluran trapesium

Tabel 5.2 Dimensi Tampang Trapesium

.. . | Tingg Air N Kemiringan |
Titik Lebar B (m} H (m) Tinggi Jagaan “talud m
Pot A-B=0,70
P0-P23 1,1 I Pl CD040 04
P23-p24 | -Dag Lebar 3.5 1 Pot E-F=020 | 04
Bag Sempit 1.7 .
P24-P25 3,5 ] Pot F-G=0,20 0,4

Model saluran yang dibuat adalah model tampak atas. Elevasi hulu mode] potongan

saluran didapatkan dari sfope saluran dikalikan dengan panjang potongan saluran. Sedang

elevasi hilir model potongan saluran adalah 0.
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Gambar 5.12. Model saluran pot C-1D
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Gambar 5.14. Model saluran pot G-H

Tabel 5.3 Data Input Model Matematik

No Keterangan Nilai
- D= - 3y
1 | Qdicoba-coba sampai mendapatkan Q }I;g: 2_? &C-D - g} _‘g; E‘/ﬂg
dengan v=1 5m/det( V }jin) 1 Pot F-G = 0.1-6.0 m¥/det
2 Kedalaman air (H) i m
PotA-B 518x10°
30, .. . Pot C-D 1,84 x 10
Kemiringan saluran (i) Pol IF 206 % 10 -
Pot F-G 1,32 x 107
4 Kecepatan ijin 1,5 mm/det
3 Angka manning 0,033

Analisa yang dilakukan adalah membandingkan debit masukan pada hulu dan debit

P PP P A . | Py N 1 ™ ooa L | LI ] 1 + 4 1y
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Contoh hitungan:

% salah Pot A-IB= .(-)—‘/'\—Q—k- x100% - 31'--5’;*—"?2-"-5-x|00% 0.139%
- Omasu ,

Untuk selengkapnya dapat dilihat pada Tabel 5.4. berikut ini:

Tabel 5.4 Persentase Kesalahan Persamaan Kontinuitas

) Water '
VelocuyI . B A ‘
Pot. | Xl | di hilir ili‘l’ﬁ,“{’}fl“} dihilir | basah= | JREWA of i
(m/det)  (m) (m) | B.H(m? !
AB| 215 1435 | 1,5 1.5 2,153 1 0,139
C-D | 224 1492 T 1 1,5 1,5 2,238 | 0.089
E-F 3,06 0,784 | 1 3,9 39 3,057 0,008
F-G 5,82 1,491 | ] 3,9 39 5,815 ' 0,086

Sumber: Hasil Analisa, 2005

Dan hasil analisa persentase kesalahan persamaan kontinuitas diatas didapatkan

persentase kesalahan bernilai dibawah 3% yaitu bemilai antara 0,086% sampai 0,139%. Dari

hal dhs hicn Adnimce e Lot _ . ’
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VI. KESIMPULAN DAN SARAN
' A. Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat diperoleh adalah -
i.  Model - aliran terbuka dengan berdasarkan persamaan Bubnov-
Galerkin telah dapat dimodelkan dengan beberapa pendekatan.
ii.  Batas stabilitas model yang telah dibuat nilai Cr <0,01 dan Pe < 400
tii.  Berdasarkan verifikasi matematik, model numerik yang telah dibuat
bisa digunakan model aliran terbuka.
b. Saran

Perlu dilakukan penelitian yang Ilebih mendalam/lanjutan  karena fenomena

dinamika aliran cukup komplek. terutama untuk tamnanpe vane hervariaci Pada nanalitian ind



